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Ozet

Bu makalede E3'de yiizey egrileri olan spiraller, silindir, koni
ve kiire yiizeylerine sarilanlar olarak ele ii¢ ana baglkta alinacaktir.
Egriler, egrilik, burulma ve yay uzunlugu ve diger 6zellikleri bakimindan
irdelenecektir.

1 Giris

Bu calisgmada spiral egrileri ii¢ boyutlu yiizey egrileri olarak ele alinacaktir.
Bu baglamda silindir, koni ve kiire ylizeyleri secilmigtir. = Kartografyada
meridyenleri sabit a¢1 altinda kesen egri olan loksodrom egrisi de kiiresel
spiraldir. Kartografya kaynaklarinda siklikla ele alinan egri, burada parametrik
gosteriminden hareketle incelenmis, kiiresel spirallerin 6zel bir durumu olduguna
dikkat gekilmigtir.

Birinci béliimde konik, ikinci béliimde silindirik, iigiincii boliimde kiiresel
spiraller incelenmisg, sonu¢ boltimiinde genel bir degerlendirme verilmistir.

2 Materyal ve Metot

Spiral egrileri yay uzunlugu yaricapi ile ters orantili olan egriler olarak
tanimlanir. E? ve E? uzaylarinda cok sayida spiral tammlanmistir. Spirallerin
en 6nemli 6zelligi kapali egri olmamalaridir. Yiizey egrileri olarak da E3’de
tamimli ¢ok sayida spiral soz konusudur. Bu baglamda cok bilinen bir spiral
tlril yeryiizii i¢in tanimlanmig bir kiirede Meridyenleri sabit ac1 altinda kesen
loksodrom egrisidir.

2.1 Notasyon

t Egri parametresi

U,V Yiizey parametreleri

£(t) Egrinin parametrik gosterimi, vektor fonksiyon
x(u,v) Ylzeyin parametrik gosterimi, vektor fonksiyon
r Kiire yaricapi

Kaynak gosterimi: Bildirici, 1.0, (2019) Yiizey Egrisi Olarak Baz1 Spiral Egrilerinin
Diferansiyel Geometrisi, Kartograf, http://www.iobildirici.com/kartograf/spiral.pdf,
02.01.2021



3 Arastirma ve Tartisma

3.1 Konik Spiral

Koniye sarilan spiralin parametrik gosterimi agagidaki gibidir. Grafigi Sekil 1’de
goriilmektedir.
f(t) = tcoste; + tsintes + tes (1)

Tirevleri bulalim.

Sekil 1: Konik spiral (0 <t < 107)

f'(t) = (cost — tsint)e; + (sint + tcost)es + e3
f’(t) = —(2sint + tcost)e; + (2cost — tsint)ey (2)
£ (t) = (—3cost + tsint)e; — (3sint + tcost)es

Yay Uzunlugu
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Buradaki integral ve ¢Oziimii basit olmadigindan yay uzunlugunun numerik
hesaplanmas: tercih edilebilir.
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Egrilik
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3.1.1 Genel Durum

Yukarida egrinin daha kolay incelenebilmesi icin basit parametrik gosterimi ele
alinmigtir. En genel parametrik gosterim r > 0,a # 0 olmak {izere agagidaki
gibidir (Sekil 2).

f(t) = rtcosate; + rtsinates + tes (9)

Burada r koni taban yaricapi, a ise egrinin ne kadar sik tur atmas: ile ilgili
parametrelerdir. Egrilik ve burulma bu durumda agagidaki gibidir (Weissstein,

z

Sekil 2: Konik spiral (0 <t <3m,r =2,a=3)
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Koni tabani elips de olabilir.
gosterim,

f(t) = bt cos ate; + ctsin ates + tes

b, c elips yarigaplari olmak {iizere parametrik

(11)

ile verilir. Bu durumda yay uzunlugu eliptik integral nedeniyle numerik olarak
hesaplanmalidir.

Sayisal Ornek a = 2,b = 3,c = 4 alarak 0 < ¢t < 7/4 araliginda yay
uzunlugunu sayisal olarak hesaplayalm. At = 7/40 ve t;41 = t; + At alarak
toplam olusturulur.

s(t) = Z V[E(tirr) = £(8)]

Tablo 1: Tabani elips olan koniye sarilan spiral i¢in yay uzunlugu hesabi

ti £(t:) VIE(tig1) = £(8)]]
0.0000 | (0.0000 , 0.0000 , 0.0000)
0.0785 | (0.2327, 0.0491 , 0.0785) 0.2505
0.1571 (0.4482 , 0.1942 0.1571) 0.2713
0.2356 (0.6298 , 0.4279 | 0.2356) 0.3062
0.3142 (0.7625 , 0.7386 0.3142) 0.3469
0.3927 | (0.8330, 1.1107 , 0.3927) 0.3868
0.4712 (0.8310 , 1.5250 0.4712) 0.4216
0.5498 | (0.7488 , 1.9594 , 0.5498) 0.4491
0.6283 (0.5825 , 2.3903 0.6283) 0.4685
0.7069 (0.3317 , 2.7926 , 0.7069) 0.4806
0.7854 | (0.0000 , 3.1416 , 0.7854) 0.4878

= 3.8603

Tablo 1’de verilen sayisal degerlere gore yay uzunlugu 3.8693 birimdir.

3.2 Silindirik Spiral
3.2.1 Tabani Daire Olan Silindirik Spiral

Silindir yiizeyine sarilan spiral helis olarak da adlandirilir. Parametrik gosterimi
a > 0,b # 0 olmak iizere agagidaki gibidir (Sekil 3).

f(t) = acoste; + asintes + btes

Tirevler:

f'(t) = —asinte; + acoste; + bes

f’(t) = —acoste; — asintey

£ (t) = asinte; — acostes

(12)
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Sekil 3: Silindirik spiral (0 <t < 4w, a = 2,b = 3)

Yay Uzunlugu

IF® = va*+ b

t
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0
Egrinin dogal gosterimi:
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Var 07 (15)
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Egriligin parametreden bagimsiz olmasi, egrinin her yerinde sabit oldugunu
gostermektedir.

Burulma
—asint acost b
[f'f'f"] = |—acost —asint 0| =a?b (18)
asint —acost 0
f’f’”f” 2b b
T [ ] = ° = (19)
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Burulma da egrilik gibi egri boyunca sabittir.



3.2.2 Tabam Elips Olan Silindirik Spiral

Parametrik gosterimi a > 0,b > 0, ¢ # 0 olmak iizere agagidaki gibidir.

f(t) = acoste; + bsintes + ctes (20)
Tiirevler:

f'(t) = —asinte; + beostes + ces

f’(t) = —acoste; — bsintes (21)

f”(t) = asinte; — bcostey

Yay Uzunlugu

I£/(£)]] = Va2sin®t + b2 cos2 t + ¢2

/ (22)
s(t) = / Va2 sin? t + b2 cos? ¢ + c2dt
0
Burada eliptik integral ortaya ¢ikar. Coziimii numerik olarak yapilabilir.
Egrilik
€] €9 €3
f' x f’ = |—asint bcost ¢
—acost —bsint 0 (23)
= besinte; — accosteq + abes
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3.3 Kiiresel Spiral

Kiireye sarilan spiral secilen parametreye gore degisik sekillerde tanimlanabilir.
Weissstein (2019b) asagidaki parametrik gosterimi vermistir (Sekil 4).

cost n sint + at
=r e T e r e
V14 a?t? ! V14 a?t? ? V14 a?t? ?

Burada egri parametresi ile kiiresel koordinatlar (—7/2 < u < 7/2,0 < v < 27)
arasindaki iligkiler,

£(t) (27)

v=t (28)
u = arctan(at)



Sekil 4: Kiresel spiral (0 <t < 4w, r =2,a = 0.57)

seklindedir. a ise egrinin z eksenini kestigi noktadaki (v = 0,v = 0) egimidir.
Meridyenleri sabit ac1 altinda kesen kiiresel spiral loksodrom olarak adlandirilir.
(27) ile verilen egri kiiresel spiraldir, ancak v = sabit egrilerini ya da meridyenleri
sabit ac1 altinda kesmez. Bunu irdelemek i¢in kiirenin parametrik gosteriminden

x(u,v) = rcosucosve; + rcosusinves + rsinues (29)

yararlanarak egrinin degisik noktalarinda v = sabit ile yaptig1 aciya bakilabilir.
Bu a1 x,, ile f/(¢) vektorleri arasindaki agidan bagka bir sey degildir.

0
Xy = a—z = —rsinwucosve; — rsinusinves + r cos ues
r
(1) = ——— | (—a*tcost — (1 + a®t?) sint)e;
0= ot | ( )sin)
(30)
+ (a*t? cost — a*tsint + cost)ey + aes
X, - f’
cost) = ———
2 1[|£]]

Sayisal irdeleme 1: Egrinin egimini 20° (a = 0.364), kiire yarigapim 1 alarak
egri lizerinde bir noktada aciya bakalim.
v=1t=10° wu = arctan(at) = 3.63482°
x, = (—0.06248,—0.01102,0.99799)

[xul[ =1
f' = (—0.19593,0.97884, 0.36178)
I£']| = 1.06179
x, - £/ = 0.36251
6 = 70.03705°
Egrinin egimini 20° aldigimizdan x eksenini kestigi noktada 6 = 70° olur.

Buradan egri iizerinde aginin sabit kalmadig1 sayisal olarak goriilmektedir.



0 acisinin sabit kalmasi i¢in v = v = 0 noktasindan baglayan egri icin u,v
iligkisini v = tanfIntan(n/4 + u/2) seklinde belirlemek gerekir. a = cot 6
alinarak parametrik gosterim elde edilebilir (Bildirici, 2019).

v=t

31
u = 2arctan e® — g (31)

f(t) = rsin(2arctan ") coste; + rsin(2 arctan e™) sin te,

. (32)
— rcos(2arctan e )es
(32) vektor fonksiyonu igin ||f|| = r oldugundan egri kiire ylizeyindedir. Daha
sade bir gekilde yazilabilir.

2eat 2eat 2at

f(t) = rm coste; + TW sintey + rmeg (33)

Bu vektor fonksiyon (27) ile benzer ozellikte oldugundan egrinin gériimiini

Sekil 4 ile ¢cok benzerdir. v = sabit egrileri ile agisin1 bulmak igin teget vektori
belirleyelim.

£() = r| 2e (€2 sint + ae?* cost — acost + sint)
(e2et 1 1)2

2 (—ae2 sint + asint + €20 cost + cost)

(e2at 1 1)2
4a62at
+ (e2at + 12

€1

+

€9 (34)

Sayisal Irdeleme 2: Birinci sayisal irdelemedeki parametreler ile ayni
hesaplamalar1 yapalim.

v=1t=10° wu=2arctane™ — 7/2 = 3.63726°
x,, = (—0.06248, —0.01102,0.99799)

[xull =1
£ = (—0.19599,0.97882, 0.36251)
I£']| = 1.06203
x, - f' = 0.36324
6 = 70.0°

Burada agimin degismedigi goriilmektedir.

Burada incelenen, (33) ve (27) ile verilen vektor fonksiyonlar x ekseninden
basglamakta, bagka bir deyisle kiirede Ekvator ile x ekseninin kesigim noktasindan
gecmektedir. Bu 6zel bir durumdur. Egrinin ekvatoru kestigi boylam da (vg)
dikkate alinarak parametre ¢ = v — vy biciminde segilmelidir.

P, P, noktalarindan gecen loksodrom i¢in meridyenle yaptigi agiy1 yazalim.

— Vg — U1
tan = In tan (% — %) — Intan (g — %) (35)

Bu sekilde egri boyunca sabit olan agi belirlenir. Ag esitligini egrinin
Ekvatoru kestigi nokta Py(0,vg) ile P; arasinda yazarak vy bulunur.



U1 — Vo

In tan (Z — 71) (36)
’/T (751
vg = v1 — tanfIntan (Z — 5)
Aslinda iki noktadan gecen iki farkli loksodrom egrisi vardir. Yukaridaki
bagmtilarda |Av| = |vy — v1] < 27 ise kisa olan loksodrom egrisi elde edilir.

Aksi halde uzun olan egri tammlanmig olur. |Av| > 27 durumunda kisa olan
loksodrom icin Av negatif ise 27 ile toplanmali, degilse ¢ikarilmalidir.
Elipsoite sarilan spiral egrileri de tiiretilebilir. Elipsoidal cografi koordinatlar
i¢in loksodrom egrisi Snyder (1987, s. 47) tarafindan incelenmigtir.
Kiiresel spiraller icin ikinci ve tigiincii tiirevler daha karmasik oldugundan
egrilik ve burulma hesaplamalar: zahmetlidir.

4 Sonucg

Bu calismada E3 uzayinda spiral egrilerinin diferansiyel geometri agisindan
ozellikleri incelenmistir. Egriler silindire, koniye ve kiireye sarilanlar olmak
iizere ii¢ ana baglikta incelenmis, parametrik gosterimleri temelinde yay
uzunlugu egrilik ve burulma gibi 6zellikleri ele alinmigtir. Ozellikle loksodrom
egrisi konusunda verilen parametrik gosterim ve irdeleme kaynaklarda yer
almadigindan 6nemlidir.

Tesekkiir

Bu galigmada baz tiirev ve integrallerin bulunmasinda Wolfram Alpha (https:
//www.wolframalpha.com/) sayfasindan, metin yaziminda KTEXdokiiman
hazirlama dilinden, sekillerde TikZ/Pgfplots paketlerinden yararlanilmigtir.
Yazar ilgili teknolojileri gelistiren ve kullanima acan kurum ve kigilere tesekkiir
eder.
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